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IL CAOS 
a scuola

di Gian Italo Bischi
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C’è un cruccio che tormenta gli insegnanti 
di matematica della scuola italiana: gli argomenti 
che insegnano non includono nulla, ma proprio nulla, 
degli ultimi 150 anni. I concetti che si propongono 
a scuola arrivano al massimo a fine Ottocento, anche 
per chi frequenta il liceo scientifico. I nostri studenti 
potrebbero persino pensare che nel Novecento 
i matematici abbiano smesso di produrre risultati 
significativi. Tutt’altra cosa, invece, per la fisica: 
i programmi scolastici includono temi tipici 
del Novecento come la relatività e la meccanica 
quantistica, con affascinanti lezioni su spazio 
e tempo che si mescolano e si incurvano, dilatandosi 
e contraendosi, e su particelle che diventano nuvole 
e si propagano come onde. 
Sembra che i fisici abbiano lavorato tantissimo nel 
Novecento, mentre i matematici si siano addormentati. 
Ovviamente non è così. I matematici hanno prodotto, 
e stanno tuttora producendo, nuovi risultati e concetti, 
ma si ritiene che siano troppo difficili per raccontarli 
agli studenti 

IL CAOS 
a scuola



Ian Malcom era uno dei più famosi rappresentanti di quella nuova 

generazione di matematici che mostravano un vivo interesse per i 

“meccanismi del mondo reale”. Questi studiosi, sotto molti aspetti, 

avevano rotto la tradizione di isolamento dei matematici. Per prima 

cosa si servivano continuamente del computer, cosa che i matema-

tici tradizionali non vedevano di buon occhio. Poi lavoravano quasi 

esclusivamente con equazioni non lineari, nel campo emergente del 

cosiddetto caos.

da: Jurassic Park di Michael Crichton, 1991.
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M
olti stanno pensando a come ri-
portare a terra, al livello dei no-
stri studenti, qualche concetto di 
matematica del Novecento. Uno 
dei temi possibili è il caos deter-

ministico, studiato nell’ambito 
della teoria qualitativa dei siste-
mi dinamici che, dagli anni Set-
tanta in poi, ha avuto un forte 
impatto anche su discipline ap-
plicative, dalla fisica alla biolo-

gia o l’economia. Qualcuno l’ha 
persino definita una rivoluzione 
concettuale, un nuovo paradig-
ma della complessità.

L’espressione “caos determini-
stico” è un ossimoro: “caos” signi-
fica assenza di regole, irregolarità, 
imprevedibilità, mentre l’aggetti-
vo “deterministico” significa rego-
lare, prevedibile e viene riferito a 
fenomeni ordinati e pianificabi-

li. Questa dicotomia viene risol-
ta attraverso lo studio di schemi 
deterministici che possono gene-
rare andamenti quasi indistingui-
bili da processi aleatori ed estre-
mamente sensibili a perturbazio-
ni arbitrariamente piccole. 

Si tratta di un fenomeno de-
scritto per la prima volta a inizio 
Novecento dal fisico e matema-
tico francese Henri Poincaré che, 

Edward Lorenz
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studiando le equazioni del mo-
to di tre corpi che interagiscono 
mediante la forza di gravità, ave-
va notato l’estrema sensibilità del-

le traiettorie rispetto a piccole va-

riazioni delle condizioni iniziali. 
Ma solo dagli anni Settanta si as-
siste a una crescente diffusione 
di questi risultati anche al di fuori 
della ristretta cerchia di matema-
tici e fisici, fino a coinvolgere stu-
diosi di scienze biologiche e so-
ciali, psicologi, artisti e persino la 
stampa non specializzata, la nar-
rativa, il cinema e i salotti cultu-
rali. Una notevole spinta in que-
sto senso è giunta dagli studi del 
meteorologo americano Edward 
Lorenz che, studiando i model-
li matematici per le previsioni del 
tempo, ha descritto con efficacia 
le conseguenze pratiche del caos 
deterministico. Comunque, l’at-
tenzione dei non specialisti fu at-
tratta soprattutto dal titolo della 
sua comunicazione in un conve-
gno del 1972: Può il battito di ali 

di una farfalla in Brasile provocare 

un tornado in Texas? Dopo que-
sta efficace metafora, il termine 
“effetto farfalla” è diventato un’e-
spressione ricorrente per indicare 
un evento macroscopico causato 
da una piccola causa.

I modelli studiati da Lorenz 
erano costituiti da sistemi di al-
meno tre equazioni differenzia-
li non lineari, ovvero qualcosa 
che non è nel bagaglio di cono-
scenze di uno studente di scuo-
la media. Un decisivo contribu-
to alla popolarità di questo set-
tore della matematica arrivò nel 
1976 con l’articolo del fisico e 
biologo inglese Robert May inti-
tolato Semplici modelli matema-

tici con dinamiche molto com-

plicate. May mostrò come com-

portamenti caotici, ossia estre-
mamente sensibili rispetto a pic-
cole variazioni delle condizioni 
iniziali, possano essere ottenu-
ti mediante l’applicazione ripe-
tuta di semplici funzioni di una 
variabile, di quelle che si studia-
no a scuola. Sono emblematiche 
le parole con cui May conclude 
il suo articolo, un appello che lui 
stesso definisce predica evange-

lica: “Questa equazione può es-
sere presentata da un punto di 
vista fenomenologico iterandola 
con una calcolatrice, o persino a 
mano. Il suo studio non richiede 
più sofisticazione di quanto non 
ne richieda un corso elementa-
re di matematica. Tale studio po-
trebbe in generale arricchire l’in-
tuito di uno studente circa i si-
stemi non lineari. Non solo nella 
ricerca ma anche nella vita poli-
tica ed economica di ogni gior-
no, noi saremmo più ricchi se un 
numero maggiore di persone si 
rendesse conto che semplici si-
stemi non lineari non possiedo-
no necessariamente semplici 
proprietà dinamiche”.

ITERARE FUNZIONI 
CON LA CALCOLATRICE

Dato un numero, diciamo x, si 
può applicare ad esso una fun-
zione che produce come ri-
sultato un altro numero, dicia-
mo  y.  Ad esempio, schiaccian-
do il tasto di una calcolatrice lo 
si moltiplica per 2 o se ne calco-
la il quadrato oppure, se il nume-
ro è positivo, persino il logarit-
mo. Si può anche dire (ma non è 
così necessario) che y=f(x) è l’im-
magine di x mediante la funzio-
ne f. Questo è un concetto noto 
anche a studenti che non siano 
maghi della matematica.

Se poi al risultato y  così otte-
nuto si applica di nuovo la stes-
sa funzione  f  si ottiene un ter-
zo numero  z=f(y). Si dice anche 
(ma non è così importante) che 
la funzione  f  viene composta 
con se stessa: z=f(f(x))=f2(x),  si-
gnifica che applico per due vol-
te la stessa funzione. Se ci pren-
diamo gusto, possiamo ripete-
re il gioco calcolando  f(z)=f3(x) e 
così via. Si viene così a genera-
re una successione di valori: par-

Robert May
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tendo da una condizione inizia-

le x
0
 (o punto seme della succes-

sione), ogni valore successivo si 
ottiene in modo univoco (quin-
di perfettamente deterministi-
co) dal valore precedente secon-
do lo schema induttivo o iterati-
vo x

n+1
=f(x

n
), che consiste nell’ap-

plicazione ripetuta della funzio-
ne prendendo ogni volta come 
ingresso il valore uscito dall’ap-
plicazione precedente.

Il caso più semplice consiste 
nell’iterare una funzione lineare, 
cioè della forma f(x)=ax, dove a è 
una costante. Come suggerisce 
Robert May, basta avere una cal-
colatrice come quella di cui è do-
tato ogni smartphone e moltipli-
care ripetutamente per un nume-
ro: la legge induttiva è x

n+1
= ax

n
 a 

partire da un x
0
 assegnato. 

Siano a=2 e x
0
=1. Si ottiene x

1
=2, 

poi x
2
= 4 e poi 8, 16 ecc. È facile 

capire che i valori ottenuti diven-
tano sempre più grandi, e con no-
tevole rapidità. 

Ora cambiamo il parametro 
prendendo  a=0.5. Partendo dal-
la stessa condizione iniziale x

0
=1, 

otteniamo la sequenza 0.5, 0.25, 
0.125, 0.0625, 0.03125 che tende 
inesorabilmente a 0. Nessuno ci 
impedisce di assegnare al para-
metro  a  un valore negativo, ad 
esempio  a=-0.5; cosicché x

0
=1 

genera -0.5, 0.25, -0.125, 0.0625, 
-0.03125 …, ovvero gli stessi va-
lori ma alternati in segno, una 
successione oscillante che ten-
de a zero. 

In generale, è facile calcola-
re i valori che si susseguono co-
noscendo solo il valore inizia-
le  x

0
: x

1
=ax

0
;  x

2
=ax

1
=a(ax

0
)=x

0
a²; 

…  x
n
=x

0
an. Si tratta di  una suc-

cessione esponenziale, detta an-
che progressione geometrica di 

ragione  a, di cui si può dedurre 
l’andamento asintotico, cioè per 
n→∞: se -1<a<1, allora x

n
 conver-

ge a 0; se  a>1, oppure  a<-1,  al-
lora  x

n
 diverge. Se  a=1 la suc-

cessione rimane costante, se  
a=-1 si ha un andamento oscilla-
torio fra i valori  x

0
  (per  n  pari) e 

-x
0
 (per n dispari) e si dice che la 

successione ha un andamento 
ciclico di periodo 2.

Passiamo ora al caso di una 
doppietta di tasti: moltiplichiamo 
per a e sommiamo 1: x

n+1
=ax

n
+1

Con  a=0.5 e x
0
=1 si gene-

ra la successione 1.5, 1.75, 1.875, 
1.9375, 1.96875, 1.984375, … con-
vergente a 2. Perché proprio a 2? 
Si era visto che, senza sommare 
1, con a=0.5, si otteneva una suc-
cessione convergente a 0. Quindi, 
sommando 1, si dovrebbe con-
vergere a 1. Qualcosa non torna.

Ragioniamo insieme: se x
n
 ten-

de a un numero finale  x*, an-
che  x

n+1
  (che gli sta sempre ap-

presso) tende allo stesso nume-
ro  x*; quindi  x

n+1
=ax

n
+1  al cre-

scere di  n  diventa  x* = ax*+1,  
da cui  x* = 1/(1-a). Pertanto, 
con a=0.5, otteniamo la conver-
genza a x* = 1/(1-0.5)=2. Sembra 
funzionare. Mettiamo alla pro-
va il nostro risultato: se a=0.8, la 
successione dovrebbe conver-
gere a  1/(1-0.8)=5. Proviamo ri-
correndo alla calcolatrice par-
tendo da  x

0
=1: moltiplichiamo 

per 0.8 e poi sommiamo 1. Otte-
niamo 1.8. Poi ancora 1.8 per 0.8 
e quello che viene +1. Insomma, 
continuando questa sequenza, il 
punto seme x

0
=1 genera la suc-

cessione: 1.8, 2.44, 2.952, 3.3616, 
3.68928, 3.951424, 4.1611392, 
4.32891136, 4.463129088, 
4.570532704, 4.65640261632 … 
che si avvicina asintoticamente 

(ovvero “nel lungo periodo”, co-
me direbbe un economista) pro-
prio a 5. Come previsto!

La calcolatrice presenta mol-
ti tasti, ciascuno dei quali equiva-
le all’applicazione di una funzio-
ne. Basta premere ripetutamente 
quel tasto (o una certa sequenza 
di tasti) per iterare la funzione.

Ad esempio, premendo ripe-
tutamente il tasto radice quadra-
ta  f(x)=√x si ottiene per induzio-
ne  x

n+1
=√x

n
,  e  partendo da  x

0
=3 

si ha  x
1
=√3=1,732 circa e poi, 

schiacciando ancora lo stesso 
tasto, x

2
= √x

1 
=1.316 circa e quin-

di valori decrescenti che si avvi-
cinano sempre più al valore limi-
te 1, che costituisce l’estremo in-
feriore per la successione gene-
rata; partendo invece da x

0
=0.5, 

si ottiene x
1
=√0.5=0,707 circa  e 

poi valori crescenti che si avvici-
nano sempre più all’estremo su-
periore 1 (si veda la figura nel-
la pagina accanto, in cui sull’as-
se delle ascisse viene riportato 
l’indice  n  che conta le iterazio-
ni, mentre sull’asse delle ordina-
te vengono riportati i corrispon-
denti valori x

n
). 

È ovvio che partendo da x
0
=1 si 

ottiene una successione costan-
te:  x

n
=1 per ogni  n. Si dice allo-

ra che  x*  =1 è un punto fisso, o 
di equilibrio: se da lì si parte, lì si 
resta. In questo caso diciamo an-
che che si tratta di un equilibrio 
attrattivo nel senso che, se la con-
dizione iniziale viene presa in un 
suo intorno, la successione ge-
nerata gli si avvicinerà sempre di 
più. Anche x=0  è un punto fis-
so, ma è repulsivo: ogni picco-
lo spostamento, ottenuto pren-
dendo un punto seme x

0
 positivo 

e piccolo, genera una successio-
ne crescente che si allontana de-
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finitivamente dal punto fisso per 
andare poi a convergere all’altro 
equilibrio, x*=1.

In base a questa definizione 
possiamo affermare che, nel caso 
delle funzioni lineari  f(x)=ax  de-
scritte sopra, x*=0 è l’unico pun-
to di equilibrio, che risulta esse-
re attrattivo se -1 <a < 1, repulsi-
vo se a<-1 oppure a>1.

Lo studio dei possibili compor-
tamenti delle successioni genera-
te mediante l’applicazione ripetu-
ta di una funzione può essere uti-
le nella descrizione matematica di 
fenomeni che evolvono nel tem-
po. Se vogliamo studiare come 
cambia lo stato di un sistema nei 
periodi successivi di tempo  t=0, 

1, ..., n... e la variabile x
n
 viene in-

terpretata come misura dello sta-
to del sistema al tempo t=n, allora 
la funzione f assume il significato 
di operatore di avanzamento del 
tempo (o legge di evoluzione). Lo 
schema iterativo x

n+1
=f(x

n
) diventa 

un modello dinamico, nel senso 
che permette di calcolare lo sta-
to del sistema in un certo perio-
do di tempo conoscendo lo sta-
to nel periodo precedente. Se, co-
me nel caso della funzione line-
are  f(x)=ax, si riesce a esprimere 
direttamente lo stato  x

n
  a partire 

dalla condizione iniziale  x
0
, allo-

ra si dice che il modello dinami-
co è stato risolto in modo espli-
cito. Questo è ciò che accade, ad 
esempio, nel calcolo degli inte-
ressi in banca. Se oggi una som-
ma di x

0
 euro viene depositata in 

banca a un tasso di interesse fis-
so r, tra un anno avremo, oltre al 
capitale iniziale  x

0
, anche gli in-

teressi maturati: x
1
=x

0
+rx

0
=(1+r)x

0
. 

Dopo due anni, avremo  x
2
=x

1
+r-

x
1
=(1+r)2x

0
, e così via… la legge 

di evoluzione del conto in banca 
è: x

n
=(1+r)x

n-1
, una tipica legge li-

neare, la cui soluzione è la pro-
gressione geometrica x

n
= x

0
(1+r)n. 

Un impiegato di banca non 
avrebbe alcuna difficoltà a fornire 
una risposta chiara al cliente che 
gli chiedesse: se oggi deposito 
1000 euro al 3% (ovvero  r=0.03), 
quanto avrò fra 10 anni?

Attraverso questi semplici 
esempi siamo in grado di apprez-
zare la seguente affermazione di 
Pierre Simon de Laplace (1776), 
diventata il manifesto del deter-
minismo: “Lo stato attuale del si-
stema della natura consegue evi-
dentemente da quello che era 
all’istante precedente e, se noi 
immaginassimo un’intelligenza 
che a un istante dato compren-

desse tutte le relazioni fra le en-
tità di questo universo, essa po-
trebbe conoscere le rispettive po-
sizioni, i moti e le disposizioni ge-
nerali di tutte quelle entità in qua-
lunque istante del futuro”.

Ovviamente Laplace sapeva 
che la conoscenza delle diver-
se entità nell’istante iniziale  non 
può essere ottenuta con infini-
ta precisione, essendo il frutto di 
processi di misura. Tuttavia, co-
me spesso si assume in base a re-
gole di buon senso, Laplace con-
siderava ovvio che una piccola 
incertezza nei valori delle condi-
zioni iniziali avrebbe avuto altret-
tanto piccole conseguenze nell’e-
voluzione del sistema e quindi il 
calcolo dello stato futuro sarebbe 
risultato di poco alterato.

Invece la situazione può di-
ventare molto complicata, anche 
utilizzando una funzione sempli-
ce come l’elevamento al quadra-
to, per esempio: x

n+1
=x

n
2-b

Facciamo qualche “esperimen-
to numerico” utilizzando una 
calcolatrice tascabile (tasto  x2  e 
poi si sottrae la costante  b). 
Con b=0, l’iterazione converge a 
0 se x ∈ (-1,1) cioè se -1<x<1; al-
trimenti diverge.

Se  b=1,  ci sono due punti fis-
si, anche se non sono subito evi-
denti: in generale, i punti fissi si 
possono calcolare imponendo la 
condizione di equilibrio  x

n+1
=x

n
, 

cioè risolvendo l’equazione x=f(x), 
che nel nostro caso diventa x=x2-

1. Prendendo condizioni inizia-
li vicine a queste soluzioni, ci si 
può subito rendere conto che 
entrambi sono equilibri repulsi-
vi e che, a seconda delle condi-
zioni iniziali scelte, le successioni 
generate divergono oppure con-
tinuano ad oscillare avvicinan-
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dosi sempre più al ciclo periodi-
co di periodo due, dato dall’alter-
narsi dei valori {-1,0}. In effetti, ini-
ziando l’iterazione da uno di que-
sti due valori, ad esempio  x=0, 
si ottiene una sequenza perfet-
tamente periodica:  x

1
=x

0
2-1=1; 

x
2
=x

1
2-1=(1)2-1=0; da x

0
=2 si ottie-

ne x
1
=22-1=3; x

2
= 32-1= 8 e poi va-

lori sempre più grandi. 

IL CAOS DETERMINISTICO
Le cose sono ancor più com-

plicate ponendo  b=2. In questo 
caso, partendo ad esempio dal-
la condizione iniziale  x

0
=0.5, si 

ottiene un andamento oscillato-
rio ma (almeno apparentemen-
te) non periodico. La successio-
ne ottenuta risulta talmente ir-
regolare che, se non conosces-

simo il procedimento con cui 
l’abbiamo generata, potremmo 
pensare che sia stata ottenuta 
prendendo una sequenza di va-
lori estratti a caso nell’intervallo 
[-2,2], come si può vedere nella 
rappresentazione grafica della fi-
gura sotto.

C’è poi un altro problema, le-
gato all’effetto di una piccola va-
riazione della condizione inizia-
le. Nella figura in basso è rappre-
sentata la traiettoria che si ottie-
ne modificando leggermente la 
condizione iniziale, precisamente 
prendendo x

0
= 0.499 anziché x

0
= 

0.5. Come si può facilmente no-
tare, questa differenza dello 0.2% 
produce dapprima dei valori qua-
si uguali nel corso delle prime 10 
iterazioni, ma poi i valori che si 
susseguono si discostano sempre 
di più da quelli della prima suc-
cessione, fino a perdere ogni cor-
relazione fra i valori delle due se-
quenze. Questa è l’essenza del 
caos deterministico.

Considerando il fatto che in 
un sistema reale (della fisica, del-
la biologia o delle scienze socia-
li) non esiste la possibilità di effet-
tuare misure infinitamente preci-
se, si deduce che la capacità di ef-
fettuare previsioni mediante mo-
delli dinamici non lineari in regi-
me caotico è piuttosto limitata.

Ed è proprio questa proprietà 
a creare stupore: pur essendo lo 
schema iterativo  così semplice 
e perfettamente deterministico 
(ogni valore è ottenuto calco-
lando il quadrato del preceden-
te e sottraendo 2), risulta molto 
difficile ottenere due sequenze 
identiche in quanto minime dif-
ferenze fra le condizioni inizia-
li possono anche essere intro-
dotte a causa della precisione li-
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mitata con cui vengono rappre-
sentati i numeri.

Siamo quindi ben lontani dalla 
visione di Laplace che rimane ve-
ra nel caso di sistemi dinamici li-
neari e anche non lineari, purché 
lontani dai regimi di comporta-
mento caotico. Infatti, in condi-
zioni di convergenza a un pun-
to di equilibrio stabile o a un ciclo 
periodico, piccole perturbazioni 
non comportano grandi conse-
guenze nel comportamento del 
sistema nel lungo periodo. Que-
sto è ciò che ci si aspetta in ogni 
sistema che evolve in modo re-
golare: se lo stato di un sistema 
viene leggermente perturbato 
ci aspettiamo che il conseguen-
te cambiamento che si osser-
verà nell’evoluzione successiva 
del sistema sia anch’esso piccolo, 
o per lo meno proporzionale al-
la perturbazione introdotta. Inve-
ce Poincaré (1908) scriveva: “Una 
causa piccolissima che sfugga 
alla nostra attenzione determi-
na un effetto considerevole che 
non possiamo mancare di vede-
re, e allora diciamo che l’effetto 
è dovuto al caso. Se conosces-
simo esattamente le leggi del-
la natura e la situazione dell’uni-
verso all’istante iniziale, potrem-
mo prevedere esattamente la si-
tuazione dello stesso universo in 
un instante successivo. Ma se pu-
re accadesse che le leggi natura-
li non avessero più alcun segre-
to per noi, anche in tal caso po-
tremmo conoscere la situazione 
iniziale solo approssimativamen-
te. Se questo ci permettesse di 
prevedere la situazione successi-
va con la stessa approssimazione, 
non ci occorrerebbe di più e do-
vremmo dire che il fenomeno è 
stato previsto. Ma non è sempre 

così; può accadere che piccole 
differenze nelle condizioni iniziali 
ne producano di grandissime nei 
fenomeni finali. Un piccolo erro-
re nelle prime produce un errore 
enorme nei secondi. La previsio-
ne diviene impossibile”.

La rivoluzione scientifica pro-
vocata dalla scoperta del caos 
deterministico comincia però a 
manifestarsi solo negli anni Ses-
santa del Novecento, quando il 
meteorologo Edward Lorenz ri-
trovò questi risultati studiando 

modelli dinamici utilizzati per 
le previsioni del tempo, un ar-
gomento che è molto più vici-
no agli interessi comuni rispet-
to a quello del moto di tre cor-
pi che interagiscono attraverso la 
forza di gravità. Ma è solo grazie 
all’idea di Robert May che il feno-
meno può essere spiegato sen-
za scomodare concetti di ma-
tematica avanzata: basta avere 
una calcolatrice e non stancarsi 
di premere ripetutamente i tasti 
funzionali!�

Henri Poincaré




