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| A PROBABILITA
AL CONTRARIO

CON IL TEOREMA
DI BAYES

di Gian ltalo Bischi

| reverendo presbiteriano
Thomas Bayes (1702-1761)
ricavo il teorema che porta
il suo nome probabilmente
intorno al 1750, ma penso
che non fosse importante
e cosi il teorema fu
pubblicato solo dopo la sua
morte. D'altra parte, le scarne
notizie biografiche che si hanno
di Bayes lo descrivono come un
personaggio un po’ singolare,
eccentrico e anticonformista.




Gli ingredienti di base per

poter enunciare il teorema

sono pochi. Anzitutto occorre
sapere che la probabilita di

un evento E, diciamo P(E),

€ un numero compreso fra

0 e 1: probabilita O significa

che l'evento € impossibile, 1
che e certo, mentre i valori
intermedi (talvolta espressi con
percentuali) sono associati a
eventi che potrebbero avvenire
oppure no e ne stimano il
livello di attendibilita, ovvero
quanto siamo fiduciosi che

essi accadano date certe

ipotesi di partenza. Se si ha la
possibilita di fare molte prove
(nelle medesime condizioni), il
rapporto fra il numero di volte
in cui si osserva l'evento E e il
numero totale di prove fatte
fornisce un'approssimazione
(detta “frequenza relativa”) di
P(E). In certi casi si puo calcolare
P(E) con esattezza utilizzando la
formula dei casi favorevoli diviso
i casi possibili. Ad esempio,
l'uscita di un dato numero con
un dado a 6 facce & 1/6 (un caso
favorevole su 6 possibili).

La cosa diventa piu interessante
quando vogliamo calcolare la
probabilita che si verifichino
due eventi, diciamo A e B.
Abbiamo P(AB)=P(A) P(B|A),
dove il simbolo P(B|A)
rappresenta la probabilita che si
verifichi l'evento B a condizione
che si sia gia verificato A, e si
legge “Probabilita condizionata
di B dato A". Se i due eventi
sono indipendenti, ovvero
all'evento B non interessa

che si sia verificato A oppure
no, allora P(B|A)=P(B) e in tal
caso P(AB)=P(A)P(B). Eventi
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Le scarne notizie
biografiche che si
hanno di Bayes lo
descrivono come
un personaggio
singolare, eccentrico
e anticonformista

indipendenti sono due lanci
successivi di una moneta,

per cui l'uscita di due teste
consecutive ha probabilita
1/2x1/2=1/4=0.25. Se lanciamo
due dadi abbiamo 36 possibili
esiti: (1,1), (1,2), ..., (6,5), (6,6). La
probabilita che esca 8 € 5/36
(2+6, 345, 4+4, 5+3, 642 sono
i 5 casi favorevoli) ovvero circa
14%. Supponiamo invece che
un dado venga lanciato prima
con esito pari a 5. Si ottiene

8 solo se nel secondo lancio
esce 3, e poiché per un singolo
dado tutti i numeri hanno la
stessa probabilita pari a 1/6, la
probabilita che esca 8 sapendo
che il primo dado ha dato 5 e
circa il 17%. La differenza tra

le due probabilita si spiega
osservando che nel secondo
caso abbiamo un’informazione
in piu. Notiamo che se il primo
dado avesse dato 1, allora
sarebbe P(8|1) = 0, essendo

impossibile in tal caso ottenere 8.

Veniamo adesso al teorema di
Bayes. Per dimostrare la "sua”

formula, Bayes penso che aver
chiamato un evento con A e
l'altro con B fosse arbitrario

e che quindi poteva scrivere
quella formula anche come
P(AB)=P(BA)=P(A)P(B|A)=
P(B)P(A|B), trovando cosi

un preciso legame fra due
probabilita condizionate
ottenute rovesciando l'ordine
degli eventi. La formula di Bayes
si ottiene dall'ultima uguaglianza
ricavando un termine in
funzione degli altri:

P(BJA)=(P(A|B)P(B))/(P(A))

Tutto qui. Fine della
dimostrazione. Ora, per capire
il senso di quanto dimostrato,
consideriamo A come un
evento e lo chiamiamo E,

B come una ipotesi che
chiamiamo H. Possiamo
allora riscrivere la formula nel
seguente modo (& sempre

la stessa, ma con lettere piu
evocative):

P(HIE)=(P(E[H)P(H))/(P(E))
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Pertanto, data la probabilita
P(E|H) di un evento E calcolata
partendo da una certa

ipotesi H (che e quello che
comunemente si fa), probabilita
spesso calcolata con il classico
rapporto casi favorevoli/

casi possibili, conoscendo le
probabilita a priori P(H) e P(E),
si pud ricavare la probabilita
P(H|E) di una ipotesi H che sta
a monte di un certo evento E. Il
teorema di Bayes affronta quindi
un problema inverso: non dice

Il teorema di
Bayes si chiede,
partendo dal
verificarsi di un
certo evento,
quale sia

la probabilita

di una certa
ipotesi a monte

come dedurre la probabilita

di un evento sulla base di

certe ipotesi di partenza, ma si
chiede, partendo dal verificarsi
di un certo evento, quale sia la
probabilita di una certa ipotesi

a monte. La cosa interessante

e che l'evento E potrebbe
verificarsi sotto diversi scenari di
partenza, H1, ..., HN e la formula
di Bayes ci dice quale probabilita
P(HK|E) assegnare a ciascuno

di questi scenari sapendo

che l'evento E si e verificato.

Ad esempio, nel caso di due
diverse ipotesi H1 e H2 si ha la
situazione rappresentata nella
figura in basso.

Un tipico esempio ¢ la diagnosi
di una malattia H sulla base di
un sintomo E: certo, ricorrendo
alla letteratura medica si puo
stimare P(E|H), la probabilita

di un sintomo data una certa
malattia, ma solitamente siamo
interessati a P(H|E), ovvero la
probabilita di avere una certa
malattia dato un sintomo (che
pero potrebbe essere associato
anche ad altre malattie, con
certe probabilita a priori).

H,

H,

P(E|H,) x P(H,)

P(EIH,) x P(H,)

P(H,|E)= .
P(E)

P(EIH,) x P(H,) + P(E|H,) x P(H,)

Un esempio classico e legato
ai test clinici con la possibilita
di falsi positivi. Poniamoci il
quesito: “Una malattia ha un
tasso di incidenza di 1/1000
nella popolazione considerata,
ed esiste un test che da
sicuramente esito positivo se
il soggetto € malato, ma ci
possono essere falsi positivi
con un tasso del 5%, cioé il 5%
dei positivi al test in realta non
ha la malattia. Se un individuo
si sottopone al test e risulta
positivo, qual & la probabilita
che sia effettivamente malato?”.
La risposta si ottiene con la
formula di Bayes:

P(Malato|Positivo)=
(P(Positivo|Malato)P(Malato))/
P(Positivo)
=(1x1/1000)/0,051=0,02=2%

dove si € usato:

P(Positivo)=
P(Positivo|Malato)P(Malato)+
P(Positivo|[Non-malato)P(Non-
malato)
=1x1/1000+0,05x(1-1/1000)
=0,001+0,05x0,999=0,051.

Un risultato abbastanza
sorprendente, anche
considerando il fatto che la
maggior parte dei medici a cui
e stato posto questo quesito
ha risposto (sbagliando) che
la probabilita di essere malato
e del 95% (c'e una bella
differenza!).

Cerchiamo quindi di capire
meglio, riconducendo il risultato
dell'applicazione del teorema di
Bayes al classico conteggio dei
casi favorevoli su casi possibili.



Campione 100000 persone

Esito test positivo
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Esito test negativo

Malate (0,1%) 100

100

0

Sane (99,9%) 99900

4995

94905

Se il test e positivo, il soggetto é tra
queste 5095 persone, di cui solo 100

sono malate. La sua probabilita

di essere malato & dunque 100/5095.

Il teorema di Bayes
puo essere applicato
anche a casi in cui

St hanno piu di due
Ipotesi possibili che
stanno a monte di un
dato evento casuale.
Ad esempio, se un
sacchetto contiene

b palline bianche o
rosse, conoscendo

la composizione

del sacchetto, e
facile calcolare la
probabilita di estrarre
una pallina rossa

P(H_5|Rossa)

=(P(RossalH_5 )P(H_5))/P(Rossa)

layats)

Consideriamo un campione di
100.000 persone, di cui 100
saranno malate (una su 1.000)

e di conseguenza 99900 sane.
Per queste persone sane il 5%
dei test risulteranno positivi,
ovvero 99900x0,05=4995,
mentre per le rimanenti 94905
il test sara negativo. Poiché

il test per le persone malate

€ sempre positivo, avremo in
tutto 4995+100=5095 test con
esito positivo, ma solo 100 di
questi sono associati a persone
effettivamente malate. In
definitiva, la probabilita di essere
malato per un soggetto con test
positivo & 100/5095=0,02 pari al
2%, come previsto dalla formula
di Bayes. Il ragionamento &
riassunto nella tabella qui sopra.

Naturalmente, il teorema di
Bayes puo essere applicato

anche a casi in cui si hanno

piu di due ipotesi possibili che
stanno a monte di un dato
evento casuale. Ad esempio, se
un sacchetto contiene 5 palline
bianche o rosse, conoscendo

la composizione del sacchetto,
e facile calcolare la probabilita
di estrarre una pallina rossa:
numero di palline rosse (casi
favorevoli) diviso 5 (casi totali).
Con 5 palline rosse nel sacchetto
la probabilita & 1 (certezza).

Ma supponiamo di non sapere
il numero di palline rosse nel
sacchetto: se ne estraiamo

una a caso ed e rossa, qual é la
probabilita che siano tutte rosse
all'interno (vedi figura)?

Ecco quindi un altro esempio in
Cui si rovescia il ragionamento,
proprio quello che fa il teorema
di Bayes. #

=(1x1/6)/(1/2)=33%
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